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Об описании пятимерных разрешимых алгебр
Лейбница с четырехмерным не Лиевым

нильрадикалом
Худойбердиев А.Х., Шерматова З.Х.

Maqolada nilradikali 4-o‘lchovli Li bo‘lmagan algebradan iborat
bo‘lgan 5-o‘lchovli yechimli Leibniz algebralari tasnif qilingan.

In this paper 5-dimensional solvable Leibniz algebras with 4-
dimensional non Lie nilradical are classified.

В классической теории алгебр Ли известен результат о том, что лю-
бая конечномерная алгебра Ли представляется в виде полупрямой сум-
мы полупростой подалгебры и ее максимального разрешимого идеала.
Аналогичный результат для алгебр Лейбница был получен Д.Барнсом
[2]. Таким образом, при изучении конечномерных алгебр Лейбница важ-
ную роль играет класс разрешимых алгебр.

В работе [4] показано, что для описания разрешимых алгебр Лейбни-
ца можно использовать метод, связанный с нильрадикалом алгебры и ее
не нильпотентным дифференцированием, который впервые был предло-
жен Мубаракзяновым для алгебр Ли [8]. Используя данный метод, клас-
сифицированы разрешимые алгебры Лейбница с нуль-филиформным и
филиформным нильрадикалами [3,5,6]. Более того, в работе [4] получе-
но описание четырехмерных комплексных разрешимых алгебр Лейбни-
ца.

Определение 1. Алгебра L над полем F называется алгеброй Лейб-
ница, если для любых x, y, z ∈ L выполняется тождества:

[x, [y, z]] = [[x, y], z]− [[x, z], y],

где [−,−] умножение в L.
Для произвольной алгебры Лейбница определим ряды:
L[1] = L, L[k+1] = [L[k], L[k]], k ≥ 1;
L1 = L, Lk+1 = [Lk, L1], k ≥ 1.
Определение 2. Алгебра Лейбница L называется разреши-

мой(нильпотентной), если существует s ∈ N такое, что L[s] = 0 (Ls = 0).
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Минимальное число, обладающее таким свойством, называется индек-
сом разрешимости(нильпотентности) алгебры L.

Максимальный разрешимый (нильпотентный) идеал алгебры Лейб-
ница L называется радикалом (нильрадикалом).

Множество R(L) = {x ∈ L : [y, x] = 0,∀y ∈ L} будем называть
правым аннулятором алгебры L. Отметим, что для любых x, y ∈ L
элементы [x, x] и [x, y] + [y, x] принадлежат в R(L).

Определение 3. Линейное отображение d из L в себя называется
дифференцированием, если для любых x, y ∈ L выполняется тождество
Лейбница

d([x, y]) = [d(x), y] + [x, d(y)].

Для произвольного элемента x ∈ L рассмотрим оператор правого
умножения Rx : L → L, Rx(z) = [z, x], z ∈ L. Оператор правого умно-
жения является дифференцированием.

Пусть L разрешимая алгебра Лейбница, следовательно, L можно
записать как сумму векторных пространств L = N + Q, где N - ниль-
радикал в L. Как и в случае алгебр Ли, справедливо соотношение
dimQ ≤ dimN.

Пусть L - пятимерная разрешимая алгебра Лейбница, N - нильра-
дикал в L, тогда dimN ≥ 3. Отметим, что пятимерные разрешимые
алгебры Лейбница с условием dimN = 3 были классифицированы в [7].

Рассмотрим случай dimN = 4. Если индекс нильпотентности s ниль-
радикала N равно 5 или 4, тогда N является нуль-филиформным и
филиформным соответственно. Из результатов работ [3,5,6] мы имеем
описание пятимерных разрешимых алгебр Лейбница с данными усло-
виями, и достаточно рассмотреть случай, когда s ≤ 3. В данной работе
рассматривается случай s = 3. Более того, налагается условие, что N
является не Лиевым и не разложимым.

Приведем список 4-мерных не Лиевых не разложимых нильпотент-
ных алгебр Лейбница с нильиндексом, равным 3.

λ1 : [e1, e2] = e3, [e2, e1] = e4, [e2, e2] = −e3;
λ2(α) : [e1, e1] = e3, [e1, e2] = e4, [e2, e1] = −αe3, [e2, e2] = −e4;
λ3 : [e1, e1] = e4, [e1, e2] = e4, [e2, e1] = −e4, [e3, e3] = e4;
λ4 : [e1, e1] = e4, [e1, e2] = e3, [e2, e1] = −e3, [e2, e2] = −2e3 + e4;
µ1(α) : [e1, e1] = e4, [e1, e2] = αe4, [e2, e1] = −αe4, [e2, e2] =

e4, [e3, e3] = e4;
µ2 : [e1, e2] = e4, [e1, e3] = e4, [e2, e1] = −e4, [e2, e2] = e4, [e3, e1] = e4;
µ3 : [e1, e2] = e3, [e2, e1] = e4;
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µ4 : [e1, e1] = e4, [e1, e2] = e3, [e2, e1] = −e3;
µ5 : [e1, e1] = e3, [e1, e2] = e4;
µ6(α) : [e1, e2] = e4, [e2, e1] = 1+α

1−αe4, [e2, e2] = e3; α 6= 1
µ7 : [e1, e2] = e4, [e2, e1] = −e4, [e3, e3] = e4.
Предложение 1. Всякое дифференцирование алгебр λi и µi имеет

следующий вид:

D(λ1) =


a1 0 a2 a3

0 a1 a4 a5

0 0 2a1 0
0 0 0 2a1

 , D(λ2(α)) =


a1 0 a2 a3

0 a1 a4 a5

0 0 2a1 0
0 0 0 2a1

 ,

D(λ3) =


a1 a2 0 a3

0 a1 0 a4

0 0 a1 a5

0 0 0 2a1

 , D(λ4) =


a1 0 a2 a3

0 a1 a4 a5

0 0 2a1 0
0 0 0 2a1

 ,

D(µ1(α)) =


a1 a2 0 a3

−a2 a1 0 a4

0 0 a1 a5

0 0 0 2a1

 , D(µ1(0) =


a1 a2 a3 a4

−a2 a1 a5 a6

−a3 −a5 a1 a7

0 0 0 2a1

 ,

D(µ2) =


a1 −a2 0 a3

0 a1 a2 a4

0 0 a1 a5

0 0 0 2a1

 , D(µ3) =


a1 0 a3 a4

0 a2 a5 a6

0 0 a1 + a2 0
0 0 0 a1 + a2

 ,

D(µ4) =


a1 a3 a4 a5

0 a2 a6 a7

0 0 a1 + a2 0
0 0 0 2a1

 , D(µ5) =


a1 a3 a4 a5

0 a2 a6 a7

0 0 2a1 a3

0 0 0 a1 + a2

 ,

D(µ6(α)) =

0BB@
a1 a3 a4 a5

0 a2 a6 a7

0 0 2a1
2

1−α
a3

0 0 0 a1 + a2

1CCA , D(µ7) =

0BB@
a1 a3 0 a4

a5 a2 0 a6

0 0 a1 + a2 a7

0 0 0 a1+a2
2

1CCA .

Доказательство. Доказательство следует из непосредственной проверки
свойства дифференцирования.

Предложение 2. Не существует разрешимой алгебры Лейбница с ниль-
радикалом, изоморфным одной из алгебр λ1, λ2, λ3, λ4.

Доказательство. Предположим обратное. Пусть существует пятимер-
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ная алгебра Лейбница L с нильрадикалом λ1. Тогда существует базис
{e1, e2, e3, e4, x} в L такой, что {e1, e2, e3, e4} является базисом в λ1, а опера-
тор Rx является не нильпотентным дифференцированием нильрадикала λ1.
Таким образом, используя результат Предложения 1, получим умножение в
алгебре L :

[e1, e2] = e3, [e1, x] = a1e1 + a2e3 + a3e4, [e3, x] = 2a1e3,

[e2, e1] = e4, [e2, x] = a1e2 + a4e3 + a5e4, [e4, x] = 2a1e4.

[e2, e2] = −e3,

Положим

[x, e1] =

4X
i=1

αiei, [x, e2] =

4X
i=1

βiei, [x, x] =

4X
i=1

δiei.

Так как [x, x], [x, y]+[y, x] ∈ R(L), то нетрудно получить, что e3, e4 ∈ R(L).

Рассмотрим тождество Лейбница [e1, [x, e2]] = [e1,
4P

i=1

βiei] = β2e3. С дру-

гой стороны, [e1, [x, e2]] = [[e1, x], e2]− [[e1, e2], x] = a1e3 − 2a1e3 = −a1e3.

Сравнив коэффициенты, имеем β2 = −a1.

Аналогично, рассматривая тождество Лейбница

0 = [x, [e1, e2]] = [[x, e1], e2]− [[x, e2], e1] = (α1 − α2)e3 − β2e4,

получим β2 = 0, следовательно a1 = 0. Это противоречит условию, что Rx не
является нильпотентным. Не существование пятимерных алгебр с нильради-
калами λ2, λ3 и λ4 доказывается аналогично.

Теорема 1. Пусть L−пятимерная разрешимая алгебра Лейбница с ниль-
радикалом N и dimN = 4. Пусть N не Лиевый и неразложимый идеал и
имеет индекс нильпотентности, равный 3. Тогда алгебра L изоморфна одной
из следующих попарно неизоморфных алгебр:

I1(α) :

8>>><>>>:
[e1, e1] = e4, [e1, x] = e1 − αe2, [x, e1] = −e1 + αe2,

[e1, e2] = αe4, [e2, x] = αe1 + e2, [x, e2] = −αe1 − e2,
[e2, e1] = −αe4, [e3, x] = e3, [x, e3] = −e3,
[e2, e2] = e4, [e4, x] = 2e4, [e3, e3] = e4.

I2 :

8>>><>>>:
[e1, e1] = e4, [e1, x] = e1 − ie2, [x, e1] = −e1 + ie2,

[e1, e2] = ie4, [e2, x] = ie1 + e2, [x, e2] = −ie1 − e2 + e4,

[e2, e1] = −ie4, [e3, x] = e3, [x, e3] = −e3,
[e2, e2] = e4, [e4, x] = 2e4, [e3, e3] = e4.
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II1 :

8>>><>>>:
[e1, e2] = e4, [e1, x] = e1 − e2, [x, e1] = −e1 + e2,

[e1, e3] = e4, [e2, x] = e2 + e3, [x, e2] = −e2 − e3,
[e2, e1] = −e4, [e3, x] = e3, [x, e3] = −e3,
[e2, e2] = e4, [e4, x] = 2e4, [e3, e1] = e4.

III1 :

8>>>><>>>>:
[e1, x] = e1, [x, e1] = −e1,

[e1, e2] = e3, [e2, x] = αe2, [x, e2] = −αe2,
[e2, e1] = e4, [e3, x] = (1 + α)e3, [x, e3] = −e3 + αe4,

[e4, x] = (1 + α)e4, [x, e4] = e3 − αe4.

III2 :

8><>:
[e1, e2] = e3, [e1, x] = e1 + e3, [x, e1] = −e1 + e4,

[e2, e1] = e4, [e3, x] = e3, [x, e3] = −e3,
[e4, x] = e4, [x, e4] = e3.

IV1 :

8><>:
[e1, e1] = e4, [e1, x] = e1 + e2, [e2, x] = e2,

[e1, e2] = e3, [x, e1] = −e1 − e2, [x, e2] = −e2,
[e2, e1] = −e3, [e3, x] = 2e3, [x, e3] = −2e3, [e4, x] = 2e4.

IV2 :

8><>:
[e1, e1] = e4, [e1, x] = e1, [x, e1] = −e1, [e4, x] = 2e4.

[e1, e2] = e3, [e2, x] = αe2, [e3, x] = (1 + α)e3,

[e2, e1] = −e3, [x, e2] = −αe2, [x, e3] = −(1 + α)e3,

IV3 :

8><>:
[e1, e1] = e4, [e2, x] = e2, [x, e1] = −e1,
[e1, e2] = e3, [e3, x] = e3, [x, e3] = −e3.
[e2, e1] = −e3,

IV4 :

8><>:
[e1, e1] = e4, [e2, x] = e2, [x, e1] = αe4,

[e1, e2] = e3, [e3, x] = e3, [x, e2] = −e2,
[e2, e1] = −e3, [x, e3] = −e3.

IV5 :

8><>:
[e1, e1] = e4, [e2, x] = e2, [x, e1] = αe4,

[e1, e2] = e3, [e3, x] = e3, [x, e2] = −e2,
[e2, e1] = −e3, [x, x] = e4, [x, e3] = −e3.

IV6 :

8><>:
[e1, e1] = e4, [e2, x] = e2 + e3, [x, e1] = αe4,

[e1, e2] = e3, [e3, x] = e3, [x, e2] = −e2 − e3,
[e2, e1] = −e3, [x, x] = δe4, [x, e3] = −e3.

V1 :

(
[e1, e1] = e3, [e2, x] = e2, [x, e2] = −e2.
[e1, e2] = e4, [e4, x] = e4,
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V2 :

(
[e1, e1] = e3, [e2, x] = e2, [x, e2] = −e2,
[e1, e2] = e4, [e4, x] = e4, [x, x] = e3.

V3 :

(
[e1, e1] = e3, [e2, x] = e2, [x, e1] = −e3,
[e1, e2] = e4, [e4, x] = e4, [x, e2] = −e2, [x, x] = δe3.

V I1 :

8><>:
[e1, e2] = e4, [e1, x] = e1, [x, e1] = −e1,
[e2, e1] = e4, [e2, x] = e2, [x, e2] = −e2,
[e2, e2] = e4, [e3, x] = 2e3, [e4, x] = 2e4.

V II1 :

8><>:
[e1, e2] = e4, [e1, x] = e1, [x, e1] = −e1,
[e2, e1] = −e4, [e2, x] = −e2, [x, e2] = e2.

[e3, e3] = e4, [e3, x] = e4,

V II2 :

8><>:
[e1, e2] = e4, [e1, x] = e1, [x, e1] = −e1,
[e2, e1] = −e4, [e2, x] = −e2, [x, e2] = e2,

[e3, e3] = e4, [e3, x] = e4, [x, e3] = e4.

V II3 :

8><>:
[e1, e2] = e4, [e1, x] = e1, [x, e1] = −e1,
[e2, e1] = −e4, [e2, x] = −e2, [x, e2] = e2,

[e3, e3] = e4, [e3, x] = e4, [x, e3] = γe4, [x, x] = e4.

Доказательство. Пусть алгебра Лейбница L и ее нильрадикал N удовле-
творяют условию теоремы. В силу Предложения 1 достаточно рассмотреть
случай, когда N изоморфен одной из алгебр µ1, µ2, µ3, µ4, µ5, µ6, µ7.

Пусть N изоморфен µ1(α), α 6= 0. Тогда существует базис {e1, e2, e3, e4, x}
в L такой, что {e1, e2, e3, e4} является базисом в µ1(α), а оператор Rx яв-
ляется не нильпотентным дифференцированием нильрадикала µ1(α). Таким
образом, из Предложения 1 имеем следующее умножение в алгебре L :

[e1, e1] = e4, [e1, x] = a1e1 + a2e2 + a3e4,

[e1, e2] = αe4, [e2, x] = −a2e1 + a1e2 + a4e4,

[e2, e1] = −αe4, [e3, x] = a1e3 + a5e4,

[e2, e2] = e4, [e4, x] = 2a1e4, [e3, e3] = e4.

(1)

Положим

[x, e1] =

4X
i=1

αiei, [x, e2] =

4X
i=1

βiei, [x, e3] =

4X
i=1

γiei, [x, x] =

4X
i=1

δiei.
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Из таблицы (1) нетрудно видеть, что R(L) = {e4}. Тогда

δi = 0, i = 1, 3; α1 = −a1, α2 = −a2, α3 = 0;

β1 = a2, β2 = −a1, β3 = 0; γ1 = 0, γ2 = 0, γ3 = −a1.

Рассматривая тождество Лейбница

0 = [x, [e1, e2]] = [[x, e1], e2]− [[x, e2], e1] = −2(αα1 − α2)e4,

имеем a2 = −αa1.

Аналогично, рассматривая тождество Лейбница для произведений
[x, [x, e3]], [x, [x, e1]] и [x, [x, e2]], получим следующие соотношения:

γ4 = a5, (1 + α2)α4 = −2αa4 − a3(α
2 − 1), (1 + α2)β4 = 2αa3 − a4(α

2 − 1) (2)

Случай 1. Пусть 1 + α2 6= 0, тогда из соотношения (2) получим

α4 = −2αa4 + a3(α
2 − 1)

1 + α2
, β4 =

2αa3 − a4(α
2 − 1)

1 + α2
.

Таким образом, мы имеем следующую таблицу умножения:

[e1, e1] = e4, [e1, x] = a1e1 − αa1e2 + a3e4, [x, e1, ] = −a1e1 + αa1e2 + α4e4,

[e1, e2] = αe4, [e2, x] = αa1e1 + a1e2 + a4e4, [x, e2] = −αa1e1 − a1e2 + β4e4,

[e2, e1] = −αe4, [e3, x] = a1e3 + a5e4, [x, e3] = −a1e3 + a5e4,

[e2, e2] = e4, [e4, x] = 2a1e4, [x, x] = δ4e4.

[e3, e3] = e4,

Так как a1 6= 0, то сделав замену

x′ =
1

a1
x− δ4

2a2
1

e4, e
′
1 = e1+

αa4 − a3

a1(α2 + 1)
e4, e

′
2 = e2−

αa3 + a4

a1(α2 + 1)
e4, e

′
3 = e3−

a5

a1
e4

мы можем полагать a1 = 1, a3 = a4 = a5 = α4 = β4 = 0 и имеем алгебру I1(α)
при α 6= 0 и α 6= ±i.

Случай 2. Пусть 1 + α2 = 0, тогда при замене

x′ =
1

a1
x− δ4

2a2
1

e4, e
′
1 = e1−

a3 + α4

2a1
e4, e

′
2 = e2 +

α(a3 − α4)

2a1
e4, e

′
3 = e3−

a5

a1
e4
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получим следующую таблицу умножения в алгебре L :

[e1, e1] = e4, [e1, x] = e1 − αe2, [x, e1, ] = −e1 + αe2,

[e1, e2] = αe4, [e2, x] = αe1 + e2, [x, e2] = −αe1 − e2 + βe4,

[e2, e1] = −αe4, [e3, x] = e3, [x, e3] = −e3,
[e2, e2] = e4, [e4, x] = 2e4, [e3, e3] = e4.

Надо отметить, что в случае β = 0 имеем алгебру I1(α) при α = ±i.

Так как α = ±i, если β 6= 0, сделав замену e′1 = ±βe1, e′2 = βe2, e
′
3 =

βe3, e
′
4 = β2e4, имеем алгебру I2.

Пусть N изоморфен µ1(0). Тогда аналогично предыдущему случаю имеем
базис {e1, e2, e3, e4, x} в L такое, что таблица умножения имеет следующий
вид:

[e1, e1] = e4, [e1, x] = a1e1 + a2e2 + a3e3 + a4e4,

[e2, e2] = e4, [e2, x] = −a2e1 + a1e2 + a5e3 + a6e4,

[e3, e3] = e4, [e3, x] = −a3e1 − a5e2 + a1e3 + a7e4, [e4, x] = 2a1e4.

(3)

Из (3) нетрудно видеть, что R(L) = {e4}. Тогда

δi = 0, i = 1, 3; α1 = −a1, α2 = −a2, α3 = −a3;

β1 = a2, β2 = −a1, β3 = −a5; γ1 = a3, γ2 = a5, γ3 = −a1.

Рассматривая тождество Лейбница

0 = [x, [e1, e2]] = [[x, e1], e2]− [[x, e2], e1] = α2e4 − β1e4 = −2a2e4,

имеем a2 = 0.

Аналогично, рассматривая тождество Лейбница для произведений
[x, [e1, e3]], [x, [e2, e3]], [x, [x, e1]], [x, [x, e2]] и [x, [x, e3]], получим следующие со-
отношения:

a3 = 0, a5 = 0, α4 = a4, β4 = a6, γ4 = a7.

Таким образом, мы имеем следующую таблицу умножения:

[e1, e1] = e4, [e1, x] = a1e1 + a4e4, [x, e1] = −a1e1 + a4e4,

[e2, e2] = e4, [e2, x] = a1e2 + a6e4, [x, e2] = −a1e2 + a6e4,

[e3, e3] = e4, [e3, x] = a1e3 + a7e4, [x, e3] = −a1e3 + a7e4,

[e4, x] = 2a1e4, [x, x] = δ4e4.
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Так как a1 6= 0, то сделав замену

x′ =
1

a1
x− δ4

2a2
1

e4, e
′
1 = e1 −

a4

a1
e4, e

′
2 = e2 +

a6

a1
e4, e

′
3 = e3 −

a7

a1
e4

имеем алгебру I1(0).
Рассматривая случаи, когда нильрадикал N изоморфен алгебрам µ2, µ3,

µ4, µ5, µ6, µ7, аналогичным образом получим алгебры II1 − V II3. Теорема
доказана.
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