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Краевая задача для уравнения четвертого порядка
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Xususiy hosilali to‘rtinchi tartibli tenglama uchun chegaraviy
masala.
Maqolada xususiy hosilali to‘rtinchi tartibli tenglama uchun
chegaraviy masala qaralgan. Masala yechimining mavjudligi va
yagonaligi isbotlangan.
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Boundary value problem for a fourth order partial differential
equation.
In this paper a boundary value problem for a fourth order partial
differential equation is investigated. The existence of unique
solution of this problem is proved.
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Введение
В данной работе изучается обобщение смешанной задачи для уравнения четвертого порядка для случая,
когда в начальной и финальной условиях заданы производные по t высокого порядка превышающие поря-
док уравнения. Впервые задачу с высокой производной на части границы области изучал А.Н. Тихонов.
Он в работе [1] для однородного уравнения теплопроводности исследовал задачу с условиями

∞∑
k=0

ak
∂ku

∂xk
(0, t) = f(t), u(x, 0) = 0,

в области (0 < x <∞, t > 0).
В работе [2] А.В. Бицадзе в n− мерной ограниченной области D исследовал задачу

4u(x) = 0,
dmu

dvm
= f(x), x ∈ D,

и доказал ее фредгольмовость.
Для уравнений Лапласа, Пуассона и Гельмгольца в единичном шаре краевые задачи с граничны-

ми условиями, содержащие производные высокого порядка изучены в работах И.И. Баврина [3], В.В.
Карачика и Б.Х. Турметова [4], В.В. Карачика [5]-[7], В.Б. Соколовского [8] и других. Для уравнения
теплопроводности смешанная задача с высокой производной в начальном условий изучена в [9], а для
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уравнения колебания струны смешанная задача с высокими производными в начальных условиях изуче-
на в [10]. Обоснование метода Фурье для общих линейных гиперболических и параболических уравнений
в нормальных областях проведено В.А. Ильиным [11] .

Постановка задачи.
В области Ω = {(x, t) : 0 < x < p, 0 < t < T} рассмотрим уравнение

utt = uxxxx + f(x, t), (1)

где f(x, t)− заданная непрерывная функция в Ω.
Задача. Найти решение u(x, t) ∈ C4,k

x,t (Ω) в Ω уравнения (1) по условиям

u(0, t) = 0, u(p, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (2)

uxx(0, t) = 0, uxx(p, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (3)

∂ku

∂tk
(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ p, (4)

∂ku

∂tk
(x, T ) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ p, (5)

где k ≥ 2− фиксированное натуральное число, ϕ(x), ψ(x)− непрерывна в (Ω).
Смешанные задачи для уравнений четвертого порядка изучены в [12]-[15]. Наиболее полную библио-

графию по этим вопросам можно найти в [12].

Единственность решения задачи (1)-(5).
Теорема 1. Решение задачи (1)-(5) единственно, если оно существует.

Доказательство. Пусть ϕ(x) = 0, ψ(x) = 0, 0 ≤ x ≤ p, f(x, t) = 0 в Ω. Покажем, что u(x, t) = 0 в Ω.
Следуя [16] рассмотрим интеграл

αn(t) =

∫ p

0

u(x, t)Xn(x)dx, 0 ≤ t ≤ T, (6)

где функции

Xn(x) =

√
2

p
sinλnx, λn =

nπ

p
, n = 1, 2, ... (7)

образуют полную ортонормированную систему в L2(Ω) [17]. Продифференцируя (6) два раза по t из
однородного уравнения (1) находим

α
′′

n(t) =

∫ p

0

utt(x, t)Xn(x)dx.

Из соответствующего однородного уравнения (1) получаем

α
′′

n(t) =

∫ p

0

uxxxx(x, t)Xn(x)dx. (8)

Интегрируя его по частям имеем

α
′′

n(t)− λ4
nαn(t) = 0. (9)

Его общее решение имеет вид
αn(t) = an · eλ

2
nt + bn · e−λ

2
nt, (10)

Чтобы найти неизвестные коэффициент an и bn используем однородные условия (4), (5) имеем
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α(k)
n (0) = 0, α(k)

n (T ) = 0.

Дифференцируя (6) к раз по t и используя последние условия получаем an = 0, bn = 0. Тогда из (10)
следует, что αn(t) = 0. Теперь равенство (6) принимает вид∫ p

0

u(x, t)Xn(x)dx = 0.

Так какXn(x), n = 1, 2, ... полная ортонормированные в L2(0, p) функции, то из полнотыXn(x) следует,
что u(x, t) = 0 почти всюду в Ω. Из соотношения u ∈ C4,k

x,t (Ω) следует, что u(x, t) ≡ 0 в Ω.
Теорема 1 доказана. 2

Существование решения задачи (1)-(5).
Решение уравнения (1) ищем в виде ряда Фурье

u(x, t) =

∞∑
n=1

un(t)Xn(x). (11)

Функции f(x, t), ϕ(x), ψ(x) разложим в ряд Фурье по функциям Xn(x), n = 1, 2, ...

f(x, t) =

∞∑
n=1

fn(t)Xn(x), (12)

ϕ(x) =

∞∑
n=1

ϕnXn(x), (13)

ψ(x) =

∞∑
n=1

ψnXn(x), (14)

где

fn(t) =

∫ p

0

f(x, t)Xn(x)dx, (15)

ϕn =

∫ p

0

ϕ(x)Xn(x)dx, (16)

ψn =

∫ p

0

ψ(x)Xn(x)dx. (17)

Подставляя (11) и (12) в уравнение (1) имеем

u
′′

n(t)− λ4
nun(t) = fn(t).

Его решение удовлетворяющее условиям

u(k)
n (0) = ϕn, u

(k)
n (T ) = ψn,

имеет вид

un(t) = −e
−λ2

n(T−t) − (−1)keλ
2
n(T−t)

(λ2
n)k(eλ

2
nT − e−λ2

nT )
· ϕn +

eλ
2
nt − (−1)ke−λ

2
nt

(λ2
n)k(eλ

2
nT − e−λ2

nT )
· ψn−

− eλ
2
nt − (−1)ke−λ

2
nt

(λ2
n)k(eλ

2
nT − e−λ2

nT )

[
k+(−1)k

2

]
−1∑

s=0

λ4s
n f

(k−2−2s)
n (T )+

+
e−λ

2
n(T−t) − (−1)keλ

2
n(T−t)

(λ2
n)k(eλ

2
nT − e−λ2

nT )

[
k+(−1)k

2

]
−1∑

s=0

λ4s
n f

(k−2−2s)
n (0)−
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− 1

λ2
n

∫ T

0

K1n(t, τ)fn(τ)dτ. (18)

Подставляя (18) в (11) находим

u(x, t) =

∞∑
n=1

Xn(x)
[
− e−λ

2
n(T−t) − (−1)keλ

2
n(T−t)

(λ2
n)k(eλ

2
nT − e−λ2

nT )
· ϕn +

eλ
2
nt − (−1)ke−λ

2
nt

(λ2
n)k(eλ

2
nT − e−λ2

nT )
· ψn−

− eλ
2
nt − (−1)ke−λ

2
nt

(λ2
n)k(eλ

2
nT − e−λ2

nT )

[
k+(−1)k

2

]
−1∑

s=0

λ4s
n f

(k−2−2s)
n (T )+

+
e−λ

2
n(T−t) − (−1)keλ

2
n(T−t)

(λ2
n)k(eλ

2
nT − e−λ2

nT )

[
k+(−1)k

2

]
−1∑

s=0

λ4s
n f

(k−2−2s)
n (0)−

− 1

λ2
n

∫ T

0

K1n(t, τ)fn(τ)dτ
]
. (19)

Здесь, если k четное число, то

K1n(t, τ) =


shλ2

nτ ·shλ
2
n(T−t)

shλ2
nT

, 0 ≤ τ ≤ t;

shλ2
nt·shλ

2
n(T−τ)

shλ2
nT

, t ≤ τ ≤ T,

и если k нечетное число, то

K1n(t, τ) =


chλ2

nτ ·chλ
2
n(T−t)

shλ2
nT

, 0 ≤ τ ≤ t;

chλ2
nt·chλ

2
n(T−τ)

shλ2
nT

, t ≤ τ ≤ T.

Нам необходимо доказать абсолютную и равномерную сходимость рядов (19) и

∂2u

∂t2
=
∞∑
n=1

λ4
nXn(x)

[
− e−λ

2
n(T−t) − (−1)keλ

2
n(T−t)

(λ2
n)k(eλ

2
nT − e−λ2

nT )
· ϕn +

eλ
2
nt − (−1)ke−λ

2
nt

(λ2
n)k(eλ

2
nT − e−λ2

nT )
· ψn−

− eλ
2
nt − (−1)ke−λ

2
nt

(λ2
n)k(eλ

2
nT − e−λ2

nT )

[
k+(−1)k

2

]
−1∑

s=0

λ4s
n f

(k−2−2s)
n (T )+

+
e−λ

2
n(T−t) − (−1)keλ

2
n(T−t)

(λ2
n)k(eλ

2
nT − e−λ2

nT )

[
k+(−1)k

2

]
−1∑

s=0

λ4s
n f

(k−2−2s)
n (0)+

+
1

λ4
n

fn(t)− 1

λ2
n

∫ T

0

K1n(t, τ)fn(τ)dτ
]
, (20)

∂4u

∂x4
=

∞∑
n=1

λ4
nXn(x)

[
− e−λ

2
n(T−t) − (−1)keλ

2
n(T−t)

(λ2
n)k(eλ

2
nT − e−λ2

nT )
· ϕn +

eλ
2
nt − (−1)ke−λ

2
nt

(λ2
n)k(eλ

2
nT − e−λ2

nT )
· ψn−

− eλ
2
nt − (−1)ke−λ

2
nt

(λ2
n)k(eλ

2
nT − e−λ2

nT )

[
k+(−1)k

2

]
−1∑

s=0

λ4s
n f

(k−2−2s)
n (T )+



Киличов О. Ш. Краевые задача для уравнения четвертого порядка... 65

+
e−λ

2
n(T−t) − (−1)keλ

2
n(T−t)

(λ2
n)k(eλ

2
nT − e−λ2

nT )

[
k+(−1)k

2

]
−1∑

s=0

λ4s
n f

(k−2−2s)
n (0)−

− 1

λ2
n

∫ T

0

K1n(t, τ)fn(τ)dτ
]
, (21)

∂ku

∂tk
=

∞∑
n=1

Xn(x)
[shλ2

n(T − t)
shλ2

nT
· ϕn +

shλ2
nt

shλ2
nT
· ψn −

shλ2
nt

shλ2
nT

[
k+(−1)k

2

]
−1∑

s=0

λ4s
n f

(k−2−2s)
n (T )−

−shλ
2
n(T − t)
shλ2

nT

[
k+(−1)k

2

]
−1∑

s=0

λ4s
n f

(k−2−2s)
n (0)+

+

[
k+(−1)k

2

]
−1∑

s=0

λ4s
n f

(k−2−2s)
n (t)− λ2(k−1)

n

∫ T

0

K2n(t, τ)fn(τ)dτ
]
. (22)

Здесь, если k четное число, то

K2n(t, τ) =


shλ2

nτ ·shλ
2
n(T−t)

shλ2
nT

, 0 ≤ τ ≤ t;

shλ2
nt·shλ

2
n(T−τ)

shλ2
nT

, t ≤ τ ≤ T,

и если k нечетное число, то

K2n(t, τ) =


− chλ

2
nτ ·shλ

2
n(T−t)

shλ2
nT

, 0 ≤ τ ≤ t;

shλ2
nt·chλ

2
n(T−τ)

shλ2
nT

, t ≤ τ ≤ T.

Предварительно докажем несколько Лемм.
Лемма 1. Пусть f(x, t) ∈ W

(1,0)
2 (Ω), f(0, t) = f(p, t) = 0 тогда ряд (12) сходится абсолютно и

равномерно в Ω.

Доказательство. Интегрируя по частям (15) получаем

fn(t) =
1

λn
f (1,0)
n (t),

где

f (1,0)
n (t) =

∫ p

0

∂f(x, t)

∂x

√
2

p
cosλnxdx,

причем по неравенствам Буняковского и Бесселя [18], ряд

∞∑
n=1

|fn(t)Xn(x)| ≤
√

2

p

∞∑
n=1

1

λn
|f1,0
n (t)| ≤

√
2p

π

( ∞∑
n=1

1

n2

)1/2( ∞∑
n=1

|f1,0
n (t)|2

)1/2

≤
√
p

3

∥∥∥∂f
∂x

∥∥∥
L2(Ω)

сходится абсолютно и равномерно в Ω.
Лемма 1 доказана. 2

Лемма 2. Пусть ϕ(x) ∈W 1
2 (0, p), ϕ(0) = ϕ(p) = 0 тогда ряд (13) сходится абсолютно и равномерно

в Ω.

Доказательство. Интегрируя по частям интеграл в (16) получаем
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ϕn =
1

λn
ϕ(1)
n

где

ϕ(1)
n =

∫ p

0

ϕ
′
(x)

√
2

p
cosλnxdx,

причем по неравенству Бесселя

∞∑
n=1

|ϕ(1)
n |2 ≤ ‖ϕ

′
‖2L2(0,p).

Далее
√

2
p

∑∞
n=1 |ϕn| =

√
2p
π

∑∞
n=1

1
n |ϕ

(1)
n |. Применяя неравенство Буняковского для суммы находим

√
2p

π

∞∑
n=1

1

n
|ϕ(1)
n | ≤

√
2p

π

( ∞∑
n=1

1

n2

) 1
2
( ∞∑
n=1

|ϕ(1)
n |2

) 1
2 ≤

√
p

3
‖ϕ
′
‖L2(0,p).

Отсюда следует абсолютная и равномерная сходимость ряда (13) в (Ω).
Лемма 2 доказана. 2

Лемма 3. Пусть ψ(x) ∈W 1
2 (0, p), ψ(0) = ψ(p) = 0 тогда ряд (14) сходится абсолютно и равномерно

в Ω.
Доказательство аналогично доказательству Леммы 2.
Лемма 4. Пусть
1) k четное число, f(x, t) ∈W (2k−3, k−2)

2 (Ω), ∂2lf(0,t)
∂x2l = ∂2lf(p,t)

∂x2l = 0, l = 0, 1, ..., (k − 2)

2) k нечетное число, f(x, t) ∈W (2k−5, k−2)
2 (Ω), ∂2l+1f(0,t)

∂t∂x2l = ∂2l+1f(p,t)
∂t∂x2l = 0, l = 0, 1, ..., (k − 3)

тогда ряд

∞∑
n=1

Xn(x)

[
k+(−1)k

2

]
−1∑

s=0

λ4s
n f

(k−2−2s)
n (t) (23)

сходится абсолютно и равномерно в Ω.

Доказательство. Рассмотрим ряд (23)

∞∑
n=1

∣∣∣Xn(x)

[
k+(−1)k

2

]
−1∑

s=0

λ4s
n f

(k−2−2s)
n (t)

∣∣∣ ≤√2

p

∞∑
n=1

[
|f (k−2)
n (t)|+ λ4

n|f (k−4)
n (t)|+ ...

+

{
λ2k−4
n |fn(t)|, если k четное число

λ2k−6
n |f ′n(t)|, если k нечетное число

]
. (24)

Пусть k− четное число. Если ряд √
2

p

∞∑
n=1

λ2k−4
n |fn(t)| (25)

сходится, то ряд (24) также сходится, где fn(t) =
∫ p

0
f(x, t)

√
2
psinλnxdx. Интегрируя по частям последний

интеграл (2k − 3) раза, имеем

|fn(t)| = 1

λ
(2k−3)
n

· |f (2k−3,0)
n (t)|, (26)

где

f (2k−3,0)
n (t) =

∫ p

0

∂2k−3f(x, t)

∂x2k−3

√
2

p
sin
(

(2k − 3)
π

2
+ λnx

)
dx.
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В силу (26) ряд (25) примет вид√
2

p

∞∑
n=1

λ2k−4
n |fn(t)| =

√
2

p

∞∑
n=1

1

λn
· |f (2k−3,0)

n (t)|.

Применяя неравенство Буняковского для суммы, правой части последного неравенства получаем

√
2

p

∞∑
n=1

1

λn
· |f (2k−3,0)

n (t)| ≤
√

2p

π

( ∞∑
n=1

1

n2

)1/2( ∞∑
n=1

|f (2k−3,0)
n (t)|2

)1/2

=

√
p

3

( ∞∑
n=1

|f (2k−3,0)
n (t)|2

)1/2

.

Применяя неравенство Бесселя, находим( ∞∑
n=1

|f (2k−3,0)
n (t)|2

)1/2

≤
∥∥∥∂(2k−3)f

∂x(2k−3)

∥∥∥
L2(Ω)

.

Следовательно √
2

p

∞∑
n=1

λ2k−4
n |fn(t)| ≤

√
p

3

∥∥∥∂(2k−3)f

∂x(2k−3)

∥∥∥
L2(Ω)

.

Сходимость ряда (25) доказана.
Пусть k− нечетное число. Если ряд

∑∞
n=1 λ

2k−6
n |f ′n(t)| сходится, тогда ряд (24) также сходится для

нечетного k. Доказательство этого утверждения аналогично доказательству сходимости ряда (25).
Лемма 4 доказана. 2

Лемма 5. Пусть f(x, t) ∈W (2k−1,0)
2 (Ω), ∂2lf(0,t)

∂x2l = ∂2lf(p,t)
∂x2l = 0, l = 0, 1, ..., (k − 1) тогда ряд

∞∑
n=1

Xn(x) · λ2(k−1)
n

∫ T

0

K2n(t, τ)fn(τ) dτ (27)

сходится абсолютно и равномерно в Ω.

Доказательство. Интегрируя по частям (15) (2k -1) раза, получаем

|fn(t)| = 1

λ2k−1
n

|f (2k−1,0)
n (t)|,

где

f (2k−1,0)
n (t) =

∫ p

0

∂2k−1f(x, t)

∂x2k−1

√
2

p
sin((2k − 1)

π

2
+ λnx) dx,

причем
∞∑
n=1

‖f (2k−1,0)
n ‖2L2(0,T ) ≤ ‖

∂2k−1f

∂x2k−1
‖2L2(Ω).

Так как |K2n(t, τ)| ≤ 1, то∣∣∣ ∫ T

0

K2n(t, τ)fn(τ) dτ
∣∣∣ ≤ ∫ T

0

|fn(τ)| dτ =
1

λ2k−1
n

∫ T

0

|f (2k−1,0)
n (τ)| dτ ≤

≤
(∫ T

0

( 1

λ2k−1
n

)2

dτ
)1/2(∫ T

0

|f (2k−1,0)
n (τ)|2 dτ

)1/2

≤
√
T

λ2k−1
n

∥∥∥f (2k−1,0)
n

∥∥∥
L2(0,T )

.

Поэтому
∞∑
n=1

λ2(k−1)
n

∣∣∣Xn(x) ·
∫ T

0

K2n(t, τ)fn(τ) dτ
∣∣∣ ≤√pT

3

∥∥∥∂2k−1f

∂x2k−1

∥∥∥
L2(Ω)

.

Отсюда следует равномерная и абсолютная сходимость ряда (27) в Ω.
Лемма 5 доказана. 2

Теорема 2. Пусть f(x, t) ∈W (2k−1,k−2)
2 (Ω), ϕ(x) ∈W 1

2 (0, p), ψ(x) ∈W 1
2 (0, p),

ϕ(0) = ϕ(p) = 0, ψ(0) = ψ(p) = 0,
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∂2lf(0, t)

∂x2l
=
∂2lf(p, t)

∂x2l
= 0, l = 0, 1, ..., (k − 1),

∂2l+1f(0, t)

∂t∂x2l
=
∂2l+1f(p, t)

∂t∂x2l
= 0, l = 0, 1, ..., (k − 3),

тогда ряды (12)-(14), (19)-(22) сходятся абсолютно и равномерно в Ω. Решение (19) удовлетворяет
уравнению (1) и условиям (2) - (5).

Доказательство. В силу доказанных лемм легко видеть, что ряды (19) - (22)сходятся абсолютно и
равномерно. Вычитая (20) из (21) убедимся, что решение (19) удовлетворяет уравнению (1). Условия (2)
и (3)удовлетворяются в силу свойств функции Xn(x). Переходя к пределу в (22) при t → 0 и t → T
убедимся, что условия (4) и (5) удовлетворяются.

Теорема 2 доказана. 2
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